M odelos de Regresion

En muchos problemas existe una relacion inherente entre dos 0 més variables, y resulta
necesario explorar la naturaleza de estarelacion. El andalisis de regresion es una técnica
estadistica para € modelado y la investigacion de la relacion entre dos o0 mas variables.
Por ggemplo, en un proceso quimico, supongase que €& rendimiento del producto esta
relacionado con |la temperatura de operacion del proceso. El andlisis de regresion puede
emplearse para construir un modelo que permita predecir e rendimiento para una
temperatura dada. Como ilustracion, considérense los datos de la siguiente tabla. En ella,
Y es la pureza del oxigeno producido en un proceso de destilacion quimico, y X es €
porcentaje de hidrocarburos presentes en e condensador principal de la unidad de
destilacion. Lafigura 1 presenta el diagrama de dispersion de los datos contenidos en la
Tabla 1. El andlisis de este diagrama de dispersion indica que, si bien una curva no pasa
exactamente por todos los puntos, existe una evidencia fuerte de que los puntos estan
dispersos de manera aeatoria alrededor de una linea recta. Por consiguiente es razonable
suponer gue la media de la variable aeatoria Y esta relaciona con x por la siguiente
relacion lineal:
E(Y[X) = Bo + B X

Donde la pendiente y la ordenada al origen de la recta reciben el nombre de coeficientes
deregresion.



Tabla 1l

NUmero de observacion | Nivel de Hidrocarburo Pureza

X(%0) Y (%)

1 0.99 90.01
2 1.02 89.05
3 1.15 91.43
4 1.29 93.74
5 1.49 96.73
6 1.36 94.45
7 0.87 87.59
8 1.23 91.77
9 1.55 99.42
10 1.40 93.65
11 1.19 93.54
12 1.15 92.52
13 0.98 90.56
14 1.01 89.54
15 1.11 89.85
16 1.20 90.39
17 1.26 93.25
18 1.32 93.41
19 1.43 94.98
20 0.95 87.33
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Si bien lamediade Y es unafuncion lineal de x, €l valor real observado de Y no cae de
manera exacta sobre la recta. La manera apropiada para generalizar este hecho con un

modelo probabilistico lineal es suponer que el valor esperado de Y es una funcién lineal
de X, pero que para un valor fijo de x € valor real de Y esta determinado por el valor
medio de la funcion (el modelo lineal) mas un término que representa un error aleatorio,
por g emplo,

Y=0Bo+Pix+Ee
donde € es € error aleatorio. Este modelo recibe el nombre de modelo de regresion
lineal simple, ya que sblo tiene una variable independiente o regresor.

Regresion Lineal Simple

El caso de la regresion lineal simple considera sdlo un regresor o predictor X, y una
variable dependiente o respuesta Y. Supongase que la verdadera relacion entre Y y x es
unalinearect, y que la observacion Y en cada nivel x es una variable aleatoria. Tal como
yaseindico, el valor esperado de 'Y paracadavalor de x es

E(Y[X) = Bo + B. X



donde la ordenada a origen 3y y la pendiente 3, son los coeficientes desconocidos de la
regresion. Se supone que cada observacion, Y, puede describirse por € modelo

Y=Bp+PB1Xx+E (1)

donde € es un error aeatorio con media cero y varianza 6°. También se supone que los
errores aleatorios gue corresponden a observaciones diferentes son variables aleatorias no
correlacionadas.

L as estimaciones de 3y y 31 deben dar como resultado una linea que (en algun sentido) se
“guste mgjor’ alos datos. El cientifico aleman Karl Gauss (1777-1855) propuso estimar
los parametros o y 1 de la ecuacion (1) de modo que se minimice la suma de los
cuadrados del error. Este criterio para estimar los coeficientes de regresion se conoce
como método de minimos cuadrados. Al utilizar la ecuacion (1), es posible expresar las
n observaciones de la muestra como:

Yi:[30+[31X+8i, I1=1,2,...,n

y la suma de los cuadrados de las desviaciones de las observaciones con respecto a la
recta de regresion es



L = élgiz: i%(Yi = bo _,lei)z-

Los estimadores de minimos cuadrados de Bo y Bi B,y B, deben satisfacer las
ecuaciones siguientes:

oL "
EYR ==2% (Y; =By~ B1%) =0
Polgopn =
oL " a4
3B, ==2% (Y; =Bo = B1%)% =0
Blposy 2

Después de simplificar |as expresiones anteriores, se tiene que
A n n
nBy + :Bl_zlxi = ZlYi
1= 1=

BoSX% +By X =3 XY,
=1 =1 =1



Las ultimas ecuaciones reciben e nombre de ecuaciones normales de minimos
cuadrados. La solucion de estas ecuaciones dan como resultado los estimadores de

minimos cuadrados S, y ;.
Definicion

Las estimaciones de minimos cuadrados de la ordenada a origen y la pendiente del
modelo de regresion lineal ssimple son
1N
@z Vi[5

@zﬁ

A Zy|
:8 = ,le y ,Bl_l_l

1n 1n
donde y==Sy, y X==YX.
Ni=1 Ni=1



Por tanto, lalinea de regresion estimada o ajustada es
Vi =BotBx, 1=1...,n

Los residuos se determinan como &; =y, — V.. El residuo describe el error en e gjuste del
modelo en la i-ésima observacion y,. Los residuos proporcionan informacion sobre la
adecuacion del model o gjustado.

Notacion

En ocasiones es conveniente dar simbolos especiales al numerador y denominador en las
formulas de los estimadores de minimos cuadrados.

Dados los datos (X, V1), (X5, Y5)s..-, (X, Y,,) Sean

Ef

n

Su =3 (4 =% =3 % -
i=1 i=1
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A partir de esta notacion, los estimadores de minimos cuadrados seran:

Sy =306 =X ~¥) =5 XY -

ﬁozy_ﬁlx
5 _ Sy
| =

Six

Ejemplo
Es momento de ajustar un modelo de regresion lineal simple a los datos de pureza del

oxigeno de la Tabla 1. Con esos datos pueden calcularse las cantidades siguientes:

20 20
n=20, >x =2392, vy =184321, x=120, y=9216
i=1 i=1
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20 5 20 5 20
Y Y- =170044.53, Y x°=29.29, Y x Y, =2214.66
=1 i=1 i=1

0

20 @ Xi g 2

Sy =3 X - 12 5 C 29.29- 239" _ 6
i=1
y
@ 0
X [P Vi ﬁ
Sy = Z X Y — 2—8 2 O o166 (2392)18432D) 14

Por consiguiente, las estimaciones de minimos cuadrados de la pendiente y la ordenada a
origen son

.S .
=ov 18181097 v B =y-Bix=9216-(1497)1.20=74.20
S, 0.68 0




El modelo de regresion lineal simple gjustado es

¥, =74.20+14.97x, 1=12,...,20
La gréfica de este modelo aparece en lafigura 2, junto con los datos de la muestra.

Figura 2
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Con e empleo del modelo de regresion gjustado, es posible predecir una pureza de
oxigeno de ¥ =89.17% cuando el nivel de hidrocarburo es x=1.00%. La pureza de

89.17% puede interpretarse como una estimacion de la pureza promedio verdadera de la
poblacion cuando x=1.00%, o como una estimacion de la nueva observacion cuando
X =1.00%. Claro esta que estas estimagciones se encuentran sujetas a un error; esto €s, es
poco probable gue una observacion futura de la pureza sea exactamente 89.17% cuando
el nivel de hidrocarburo sea de 1.00%. En secciones subsecuentes se vera como utilizar
los intervalos de confianza y los de prediccion para describir e error a hacer
estimaciones a partir de un modelo de regresion.

Propiedades de los estimador es de minimos cuadrados y estimacion de o*

Resulta sencillo describir las propiedades estadisticas de los estimadores de minimos
cuadrados B,y B;. Recuérdese que se ha supuesto que € término de error £ en é

modelo Y = 3, + B, X+ & es una variable aleatoria con media cero y varianza 0. Puesto
gue los valores de x son fijos, Y es una variable aleatoria con media Hyix = Bo+ B XYy

varianza . Por consiguiente, los valores de ,@0 y Bl dependen de los valores de y
observados; por tanto, los estimadores de minimos cuadrados de los coeficientes de
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regresion pueden verse como variables aleatorias. A continuacion se investiga € sesgo y
|as propiedades de la varianza de | os estimadores de minimos cuadrados S, y ;.

No es dificil demostrar que B,y [, son estimadores insesgados de S,V Bi.
respectivamente, es decir E, = 3, y EB, = 3.

Por otro lado, setiene:

1 x°0 ~ o2 A oA X
VarB,=0’F+—[ Vaf,=— y C By=-g2 X
arfy, =0 % Sxx% arp; s, y Cov(By,B,)=-0 S,

Para obtener inferencias con respecto alos coeficientes de regresion 3, y 3;, €snecesario
estimar la varianza o que aparece en las expresiones para Var,é0 y VarBl. El parametro

o?, que es la varianza del término de error € en € modelo de regresion, refleja la
variacion aeatoria alrededor de la verdadera recta de regresion.
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Laestimacion para o2, 6, esta dada por

(2)
donde
n A
SS; = izlsi

= _g(Yi -9)°
=]

n A
=3 %~y - BiS,
n

=S, -BiSy, con S = Sy -ny® = izl(yi -y)*

=1
Ejemplo (contin.)

A continuacién se encuentrala estimacion de lavarianza o utilizando paraello los datos
delaTabla1, obteniendose §* =1.17.
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Definicion
En unaregresion lineal smple, el error estandar estimado de la pendiente es

R A2
se(f) = .| o—

Sk

y €l error estandar dela ordenada al origen es

A 1 x?0
= |52 +
Fo) JU B Seh

donde 62 se calcula con la ecuacion (2).



